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Rezumat: Sunt prezentate unele efecte ale funcţiilor de interpolare utilizate în metoda elementului finit  
asupra deformaţiilor unor modele plane. Este propusă  şi  exemplificată  o metodă  de îmbunătăţire a  
preciziei rezultatelor în situaţia în care se utilizează funcţii de interpolare liniare.
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Abstract: The paper presents some effects of the interpolation functions used in the finite element method 
on the deformations of plane models. A method for improving the accuracy of the results for the situation  
in which linear interpolation functions are used is presented and exemplified.
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1. Introducere

Elementele  finite  se  definesc ca rezultat  al  descompunerii  unui  domeniu de studiu  în mai multe 
domenii cu interior disjunct, conectate prin intermediul unor noduri[1]. În metoda elementului finit se 
utilizează un model al fenomenului studiat bazat pe aproximarea locală pe porţiuni sau subdomenii, 
prin utilizarea unor seturi de funcţii continue pe porţiuni, având ca puncte de reper valorile nodale şi, 
eventual,   ale   derivatelor   până   la   un   anumit  ordin.   În  cele  mai  multe   cazuri   se   folosesc   funcţii 
polinomiale, datorită uşurinţei cu care ele pot fi derivate şi integrate.

2. Tipuri de elemente finite şi efecte ale ipotezelor simplificatoare asupra rezultatelor

Există multe tipuri de elemente finite utilizate pentru calculul eforturilor şi deformaţiilor, care diferă 
între ele prin formă, numărul de noduri sau funcţiile de interpolare utilizate[2],[3]. Sunt prezentate în 
continuare, spre comparaţie, rezultate ale unor calcule efectuate pentru un model plan al unei bare 
elastice   încastrate   (figura   1),   în   care   sau   utilizat   tipurile   de   elemente   şi   programele   de   calcul 
specificate în tabelul 1, considerânduse starea plană de deformaţii ( z=yz=xz=0 ).
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Figura 1  Bară încastrată pentru care a fost calculată deplasarea maximă

Tabelul 1
Tipuri de elemente finite utilizate
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Figura 2  Tipuri de elemente finite utilizate

Tipurile de elemente finite din tabelul 1 sunt reprezentate în figura 2. Dacă se consideră că relaţia 
dintre eforturi  şi  deformaţii  este  (1),   rigidităţile unui  element plan de tipul  1 pot  fi  calculate cu 
ajutorul ecuaţiei de lucru mecanic virtual (2).
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Dacă se consideră variaţii liniare ale deplasărilor în interiorul fiecărui element şi se ţine seama de 
condiţia   de  compatibilitate   a  deformaţiilor   elementelor   alăturate,   rigidităţile  unui   element   pot   fi 
exprimate sub forma relaţiilor (3):
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Relaţiile (2) şi   (3) supraestimează   rigiditatea la  încovoiere a elementului  şi  pot duce la rezultate 
nerealiste.  Pentru  atenuarea   acestei   probleme  se   folosesc  de  obicei   elemente  de  ordin   superior, 
precum elementele de tip 2 din tabelul 1, care au însă dezavantajul unui număr mai mare de noduri şi 
de grade de libertate. Este propusă şi verificată în continuare prin exemplul din figura 1 o metodă care 
permite utilizarea cu rezultate bune a elementelor cu 4 noduri şi care stă la baza elementelor de tip 3 
din tabelul 1. Se porneşte de la observaţia că dacă matricea constitutivă [B] din relaţia (1) are forma 
arătată  în relaţia (4), elementul nu are rigiditate la forfecare. În acest caz, el nu ar trebui să  aibă 
rigiditate nici la încovoiere, ceea ce se rezolvă  prin calculul rigidităţilor unui astfel de element cu 
ajutorul   relaţiilor   (5),   care   au   fost  determinate  direct  din  condiţia   ca   rigiditatea   la   încovoiere  a 
elementului să fie egală cu 0.
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Figura 3  Deformaţiile unui element
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În general, matricea constitutivă [B] poate fi descompusă conform relaţiilor (6):
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În programul de calcul "mtfem 2.0.0", elaborat de autorul acestui articol, rigidităţile unui element se 
determină   în   felul   următor:   întâi   se   calculează   o   matrice   de   rigiditate   utilizânduse   matricea 
constitutivă [B]1 şi relaţiile (5), apoi o altă matrice de rigiditate pe baza matricei constitutive [B]2 şi a 
relaţiilor (3) iar cele 2 matrice se adună; matricea rezultată este matricea de rigiditate a unui element. 
După cum se poate constata din rezultatele prezentate mai jos, această metodă duce la obţinerea unor 
valori  ale  deplasărilor   foarte  apropiate  de cele  corespunzătoare utilizării  unor elemente de ordin 
superior.

Sa considerat că  materialul din care este alcătuită  bara din figura 1 este elastic şi izotrop, având 
caracteristicile E = 6000000 kPa şi  = 0,3. În cazul stării plane de deformaţii, deplasarea la vârf se 
poate determina cu relaţiile (7).

max=
P⋅l3

3⋅E0⋅I
1,25⋅ P⋅l

G⋅A ; E0=
E

1−2
; G= E

2⋅1 (7)

În urma calculelor efectuate prin metoda elementului finit, în condiţiile unei împărţiri în elemente 
conform figurii 4 au rezultat următoarele valori ale deplasării medii la vârf corespunzătoare fiecărui 
tip de element finit din tabelul 1:

6



● tip 1: 1 = 7,3810 mm
● tip 2: 2 = 7,7949 mm
● tip 3: 3 = 7,7973 mm

Cu ajutorul relaţiilor (8) sa obţinut deplasarea 4 = 7,8542 mm. Deplasarea 1 este semnificativ mai 
mică decât celelalte, ceea ce confirmă faptul că utilizarea unor funcţii de interpolare liniare, respectiv 
a relaţiilor (2) şi (3), duce la supraestimarea rigidităţii la încovoiere a unui element.

Figura 4  Împărţirea în elemente finite şi deplasările barei (mtfem2.0.0)

3. Concluzii

Sa analizat efectul funcţiilor de interpolare asupra valorilor deformaţiilor unui model plan, calculate 
prin metoda elementului finit. Funcţiile de interpolare liniare duc la subestimarea deformaţiilor ca 
urmare a supraestimării rigidităţilor la încovoiere ale elementelor. Sa propus şi verificat o metodă de 
îmbunătăţire a preciziei calculului, fără  dezavantajul introducerii unor noduri şi grade de libertate 
suplimentare, pe care lar avea utilizarea unor funcţii de interpolare de ordin superior.
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